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I Espaces vectoriels, algebres 

1.1 Structure d’espace vectoriel et d’algebre 

Definition 

On dit que l’ensemble E est un espace vectoriel sur IK, ou un K-espace vectoriel, si : 

- E est muni d’une loi interne + pour laquelle E est un groupe commutatif. 

- II existe une application (a, u ) — » au de IK x E dans E. dite loi externe telle que : 

V(ai, P) G IK 2 ( (a + P)u = au + Pu, a(u + v) = au + av 
V(-u, v) G E 2 ( a(Pu) = ( aP)u , 1 u = u 

Conventions 

Soit E un espace vectoriel sur IK. 

Les elements de E sont appeles vecteurs et ceux de IK sont appeles scalaires. 

Le neutre if de (E,+) est appele vecteur nul. 

L’espace vectoriel E est parfois note (E, +, •) pour rappeler les deux lois. 

Proposition (Regies de calcul dans un espace vectoriel) 

Soit E un espace vectoriel sur IK. Pour tout scalaire a et tous vecteurs u e tv: 

- au = if a = 0 ou u = if. 

- a(—u ) = (— a)u = —(au). 

- a(u — v) = au — av. 

Remarque (Dependance relativement au corps des scalaires) 

Si E est un espace vectoriel sur IK, e’en est egalement un sur tout sous-corps HO de IK. 
Par exemple un (E-espace vectoriel est aussi un IR-espace vectoriel. 

Si IK' ^ IK , ces deux espaces vectoriels doivent etre consideres comme differents. 

Definition ( Structure d’algebre) 

On dit qu’un ensemble E est une algebre sur IK si : 

- (E, +, .) est un espace vectoriel sur IK. 

- E est muni d’une loi produit x pour laquelle (E, +, x) est un anneau. 

- Pour tous u, v de E et tout A de K : 

A (uv) = (A u)v = u(Xv). 

Si de plus la loi x est commutative, l’algebre E est dite commutative. 
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1.2 Combinaisons lineaires 

Definition (Families a support fini ) 

Soit ( A , +) un monoide additif, et (aAe/ une famille d’elements de A. 

On dit que (a,)je/ est a support fini si l’ensemble des indices i tels que a* 7^ 0 est fini. 

Pour une telle famille, on peut done considerer ©<=/ cii, qu’on appelle somme a support fini. 
On note A ^ l’ensemble des families a support fini d’elements de A. 

Definition (Combinaisons lineaires) 

Soit E un espace vectoriel sur IK. Soit (iq)je/ une famille de vecteurs de E. 

Soit (A i)i e j une famille a support fini d’elements de IK. 

La somme E A est appelee combinaison lineaire des vecteurs tq avec les coefficients Aj. 

iei 



1.3 Espaces vectoriels et algebres classiques 

Definition (Espace vectoriel produit) 

Soient Ei, E2, ■ ■ ■ , E n une famille de n espaces vectoriels sur IK. 

Soit E l’ensemble produit E = E\ x E2 x • • • x E n . 

E est un espace vectoriel sur IK quand on pose : 

j Wu = (ui,u 2 , . . . , u n ) G E. Mv = (ui, v 2 , . . . , v n ) G E, VA G IK 
1 u F v — ( 1/ 1 “l - Vi . u 2 F u 2 . ) - - - , u n F v n )et A u = \u 2 . . . . , A u n ) 

Cas particulier 

Si E est un IK-espace vectoriel, E n est done muni d’une structure de K-espace vectoriel. 

Exemples d ’espaces vectoriels 

- IK est un espace vectoriel sur lui-meme, la loi externe etant ici le produit de IK. 

C’est meme une algebre commutative. 

- On en deduit la structure d’espace vectoriel de IK” = {(or, x 2 , , x n ), les Xi G K}. 

- Soient X un ensemble non vide quelconque et E un IK-espace vectoriel. 

Soit T(X, E) l’ensemble de toutes les applications f de X dans E. 

E(X, E) est un IK-espace vectoriel, quand on pose : 

f V/ G F(X, E),Vg G E(X,E)y\ G K, Vt G E, 

\ (/ + g)(x) = f(x) +g(x) et (Xf)(x) = Xf(x). 

Le vecteur nul est ici 1 ’ application nulle uj definie par : Wx G E, u>(x) = 0. 

Si E est une algebre, on definit un produit dans F(X, E) en posant : 

V/ G F(X,E),Vg G X(X,E),Vx G X, (fg)(x) = f(x)g(x). 

E(X, E) est alors muni d’une structure d’algebre sur IK. 

- L’ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans IK est une IK-algebre commutative. 

- L’ensemble M. np (JK) des matrices a n lignes, p colonnes, et a coefficients dans IK est un 
espace vectoriel sur IK. Si n = p, c’est une algebre sur IK, non commutative des que n > 2. 
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II Sous-espaces vectoriels et sous-algebres 

II. 1 Definitions et caracterisations 



Definition (Sous-espace vectoriel) 

Soit E un espace vectoriel sur IK. Soit F une partie de E. 
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si : 



- F est stable pour les deux lois : 



V(u,v) £ F 2 , VA G IK 
u + v £ F et Xu £ F 



Muni des lois induites , F est un espace vectoriel. 



Remarques 

- On dit souvent sous-espace plutot que sous-espace vectoriel. 

- (Tf) et E sont deux sous-espaces vectoriels de E, appeles sous-espaces triviaux. 

Proposition (Caracterisation) 

Soient E un espace vectoriel sur IK, et F une partie de E. 

F est un sous-espace vectoriel de E 

(EV0. [F^%. 

< V(u,v) £F 2 ,u + v£F. & < V(u,v) £ F 2 ,V(X, p) £ IK 2 , 
y VA G IK, \/u £ F, Xu £ F. ^ Xu + pv £ F. 



Remarques 

- Dans les caracterisations precedentes, on n’oubliera pas la condition F 7 ^ 0. 

En general, on se contente de verifier que le vecteur nul Tf de E appartient a F. 

En effet, tous les sous-espaces vectoriels de E contiennent au moins Tf . 

- Soit F un sous-espace vectoriel de E. 

Pour toute famille (wAeJ de vecteurs de F, et pour toute famille (A Te/ de IK a support fini, 
la combinaison lineaire © e/ XiUi est encore un element de F. 

On exprime cette propriete en disant que F est stable par combinaisons lineaires. 

-Si F est un sous-espace vectoriel de E et si G est un sous-espace vectoriel de F, alors G est 
un sous-espace vectoriel de E. 

- Si E et F sont deux IK-espaces vectoriels pour les memes lois, et si F C E, alors F est un 
sous-espace vectoriel de E. 

Definition (Sous-algebre) 

Soit E une algebre sur IK. Soit F une partie de E. 

On dit que F est une sous-algebre de E si : 

- (F, +, .) est un sous-espace vectoriel de (E, +, .). 

- (F, +, x) est un sous-anneau de (E, + , x). 

Muni des lois induites, F est done effectivement une algebre sur IK. 
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Proposition (Caracterisation) 

Soient E une algebre sur IK, de neutre multiplicatif 1e, et F une partie de E. 

F est une sous-algebre de E <£=>■ : 

( 1e G F (done F 7 ^ 0.) 

< V(w,u) e F 2 , V(A, n) e IK 2 , Xu + /iv E F. 

I V(m, u) e F 2 , uv e F. 



II. 2 Exemples classiques 

- Soit n un entier naturel. L’ensemble K n [X] des polynomes de degre inferieur ou egal a n est 
un sous-espace vectoriel de K[X], mais pas une sous-algebre si n > 1. 

- Soit I un intervalle de IR, non reduit a un point. 

Soit F(I, IK) l’espace vectoriel de toutes les applications de I dans IK. 

Les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de T(I. IK) : 

L’ensemble C(I, IK) des fonctions continues de I dans IK. 

L’ensemble C k (I , IK) des fonctions de classe C k de I dans IK. 



Proposition (Sous-espace engendre) 

Soit X une partie non vide d’un IK— espace vectoriel E. 

On note Vect (X) l’ensemble des combinaisons lineaires d’elements de X. 

Vect (X) est un sous-espace vectoriel de E appele sous-espace engendre par X. 



Si par exemple X = {ay, 1 < i < n}, alors VectX 



n 



^ ^ X i Xi , A i (E IK / . 



i=l 



II. 3 Operations entre sous-espaces vectoriels 



Proposition (Intersections de sous-espaces vectoriels) 

Soit (Fj)j e / une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E. 

Alors F = (| F, est un sous-espace vectoriel de E. 

< Hdl 



Remarque 

Soit X une partie non vide d’un K— espace vectoriel E. 

Le sous-espace Vect (X) est le plus petit (au sens de l’inclusion) des sous-espaces vectoriels 
de F qui contiennent X. 

C’est l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X. 
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Proposition (Sommes de sous-espaces vectoriels) 

Soit ( Fi)i e j une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E. 

Soit F 1’ ensemble des sommes a support fini Yid Ui ' ou pour tout i de /, rq G F t . 

F est un sous-espace vectoriel de E, appele somme des F z . et note F = TjE*. 

iei 

Remarques 

- Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, F + G = {u + v,uEF,vE G}. 

- Si F et G sont deux sous-espaces de E, leur reunion H = F U G n’est un sous-espace de E 
que si F C G auquel cas H = G, ou G C F auquel cas H = F. 

- En general une reunion de sous-espaces de E n’est done pas un sous-espace de E. 

La somme F = Y Fi est en fait le plus petit sous-espace de E contenant tous les F, . 

id 

C’est done le sous-espace vectoriel de E engendre par la reunion des F, t . 

II. 4 Sommes directes 

Definition 

Soit ( Fi)i e j une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E. 

On dit que la somme F = Y Fi est directe si tout vecteur v de F s’ecrit de maniere unique 

id 

sous la forme d’une somme a support fini Y u % > 0,1 pour tout i de /, tq G F,. 

id 

La somme F est alors notee F = ©E, 

id 

Exemples des sommes finies 

Dans le cas d’une famille finie F \ , F 2 , • • ■ , F n de sous-espaces vectoriels de E, on notera 
F = ®" = i Fi = F\ ® F 2 ® • • • © F n la somme des Fi si elle est directe. 

On dit egalement dans ce cas que F \ , F 2 , • • • . F n sont en somme directe. 

n 

Tout vecteur v de F s’ecrit alors de maniere unique : v = Y °u pour tout i, Ui G F. t . 

i = 1 

On dit que u* est la composante de u sur E* relativement a cette somme directe. 

Proposition (Caracterisation des sommes directes) 

Soit (Ej)iG/ une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E. 

La somme E = E,y « est directe <t4> : 

Pour toute famille (rq) a support fini ( u, G F, pour tout i), Y u i = 0 => Vi G / = 0 . 

id 

Proposition (Cas d’une somme directe de deux sous-espaces) 

Soient E, G deux sous-espaces vectoriels de E. F + G est directed EflG = { 0 }. 
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Remarques 

- Si la somme © e/ Fi est directe, et si J est une partie de /, alors © g j Fi est directe. 

En particulier, pour tous indices distincts i et j, Fi n F :) = {if}. 

- La reciproque est fausse. Pour monter que F\, F 2 , . . . , F n sont en somme directe, avec n > 3, 
il ne suffit pas de verifier que pour tous indices distincts i et j, Fi D Fj = { 0 }. 

Ce serait encore pire de se contenter de verifier que F\ n F 2 fl • • • fl F n = {if}. 

- Une betise classique consiste a ecrire que F + G est directe F fl G est vide ! L’ intersection 
de deux sous-espaces vectoriels de E n’est en effet jamais vide car elle contient toujours 0 . 
II faut en fait verifier que F fl G se reduit a { 0 } . 



II. 5 Sous-espaces supplementaires 

Definition 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

On dit que F et G sont supplementaires dans E si 

Cela signifie que tout u de E s’ecrit d’une maniere 

Theoreme 

Soit F un sous-espace vectoriel de E. 

Alors F possede au moins un supplement aire G dans E. 

Remarques 

- Ce resultat est admis pour l’instant. II sera demontre dans le cas particulier des espaces 
vectoriels de dimension finie. 

- Un meme sous-espace F de E possede en general une infinite de supplementaires dans E. 

II y a cependant deux cas d’unicite : 

- Si F = E, le seul supplementaire de F dans E est {if}. 

-Si F = {if}, le seul supplementaire de F dans E est E lui-meme. 

- On ne confondra pas supplementaire et complementaire ! 

Le complementaire d’un sous-espace F de E est un ensemble sans grand interet : ce n’est pas 
un sous-espace vectoriel de E car il ne contient pas le vecteur nul. 

Exemples de sous-espaces vectoriels supplementaires 

- Dans l’espace vectoriel M. n (JK) des matrices carrees d’ordre n a coefficients dans IK, les sous- 
espaces <S n (IK) et *4. n (IK) formes respectivement des matrices symetriques et antisymetriques 
sont supplementaires. 

- Dans l’espace vectoriel F(IR, 1R) des applications de IR dans IR, les sous-espaces P(IR, IR) et 
*4(IR, IR) formes respectivement des fonctions paires et impaires sont supplementaires. 



E = F®G. 

unique u = v + w, avec 



v e F 
w G G 
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III Applications lineaires 

III. 1 Definitions et notations 



Definition (Applications lineaires) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. 

Une application / de E dans F est dite lineaire si : 

V(«, V) € V VA € K, { '<" + ’> =((( + f(V> 

On dit aussi que / est un morphisme d’espaces vectoriels. 



Remarques 

- / est lineaire de E dans F : 

V(u,v) £ E 2 ,y(a,/3) G IK 2 , f(au + /3v ) 

E 

iei 



Si / est lineaire, alors / ( VJ A 



; Ui = 



i£l 



= af(u ) +Pf(v). 

A i f(uj) pour toute combinaison lineaire. 



-Si / est lineaire de E dans F , alors /( 0 e) = 0 p. 

Cette remarque est parfois utilisee pour montrer qu’une application n’est pas lineaire. 



Notations et terminologie 

- On note C(E, F) l’ensemble des applications lineaires de E dans F. 

- Un endomorphisme de E est une application lineaire de E dans lui-meme. 
On note C(E) l’ensemble des endomorphismes de E. 

- Un isomorphisme est une application lineaire bijective. 

- Un automorphisme de E est un isomorphisme de E dans lui-meme. 

On note QjC(E) l’ensemble des automorphismes de E. 

-Une forme lineaire sur E est une application lineaire de E dans IK. 



III. 2 Exemples d’applications lineaires 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. 

- L’application nulle de E dans F est lineaire. 

- L’application identite id^ est un automorphisme de E. 

- Pour tout scalaire A, l’application h\ \ u — » Xu est un endomorphisme de E. 
Pour tous scalaires A et p : h\ o = h\^. 

h\ un automorphisme si A ^ 0, et alors hf 1 = h\n. 

Si A ^ 0, on dit que h\ est V homothetie de rapport A. 
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- Soit E = C([a,b\, IK) l’espace vectoriel des applications continues de [a, b] dans IK. 

f b 

L’application / — > <p(f) = / f(t)dt est une forme lineaire sur E. 

J a 



o Soit / un intervalle de IR, non reduit a un point. L’application qui a une fonction f de I dans 
IR associe sa derivee f est lineaire de T>(I, IR) dans F(I, IR). 

La restriction de cette application a E = C°°(I, IR) est un endomorphisme de E. 

- Soit (Ai, A2, . . . , A n ) un element de IK n . 

n 

L’application / : (xi,X2 , . . . , x n ) — > A*, Xk est une forme lineaire sur IK". 

k= 1 



III. 3 Operations sur les applications lineaires 



Proposition (Structure d’espace vectoriel de C(E, F ) ) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. 

Soient f et g deux applications lineaires de E dans F, et a, ft deux scalaires. 

Alors af + [3g est lineaire de E dans F. 

On en deduit que C(E, F ) est un espace vectoriel sur IK. 

Proposition (Composition d’applications lineaires 
Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur IK. 

Si / : E — » F et g : F — > G sont lineaires, alors g o f est lineaire de E dans G. 

Consequence (Structure d’algebre de C(E) ) 

Si / et g sont deux endomorphismes de E, alors g o f est un endomorphisme de E. 
On en deduit que (C(E). +, o) est une algebre sur IK. 

En general cette algebre n’est pas commutative. 



Remarque 

- Soit / un endomorphisme de E et n un entier naturel. 

Alors f n = fofo---of (n fois) est un endomorphisme de E. 

- Dans 1 ’ algebre C(E), on peut utiliser la formule du binome (/ + g) n 



k = 0 



a condition que les applications f et g commutent. 

- Par exemple, les applications h\ commutent avec tous les endomorphismes de E. 



Proposition (Isomorphisme reciproque) 

Soit / un isomorphisme de E sur F. 

Sa bijection reciproque / -1 est un isomorphisme de F sur E. 
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Consequence (Structure de groupe de QC(E ) ) 

Soient / et g deux automorphismes de E. 

Alors / -1 et g o f sont encore des automorphismes de E. 

On en deduit que QC(E) est un groupe pour la loi de composition des applications. 

Ce groupe est en general non commutatif. 

III. 4 Noyau et image 

Proposition (Applications lineaires et sous-espaces vectoriels) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. Soit / un morphisme de E dans F. 

- Si E' est un sous-espace de E, alors f(E' ) est un sous-espace de F. 

- Si F' est un sous-espace de F. son image reciproque par / est un sous-espace de E. 

Definition (Noyau et image) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. Soit / un morphisme de E dans F. 

- L’ensemble f(E) = {v = f(u), u G E} est un sous-espace vectoriel de F. 

On l’appelle image de / et on le note Im (/). 

- L’ensemble {u G E,f(u ) = 0^} est un sous-espace vectoriel de E. 

On l’appelle noyau de / et on le note Ker (/). 

Remarques 

- On peut parfois montrer qu’une partie d’un espace vectoriel en est un sous-espace vectoriel 
en l’interpretant comme le noyau ou l’image d’une application lineaire. 

- Soit / un endomorphisme de l’espace vectoriel E, et soit A un scalaire. 

Notons E\ 1’ ensemble des vecteurs u de E tels que f(u) = Xu. 

On constate que f(u) = A u yy (f — Aid)(«) = 1 f G Ker (/ — Aid). 

On en deduit que E\ est un sous-espace vectoriel de E. 

C’est le cas en particulier pour Inv(/) = E\ (vecteurs invariants ) et pour Opp (/) = E-\ 
(vecteurs changes en leur oppose par /). 

Proposition (Caracterisation de l’injectivite) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. Soit / un morphisme de E dans F. 
f est injective <^G> son noyau Ker (/) se reduit a { 0 e }- 
Autrement dit, / est injective : V-u G E, f(u ) = ~tfF=yu = ~tfE- 
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III. 5 Projections et symetries vectorielles 



Definition 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplementaires de E. 

Pour tout vecteur u de E : 3!w G F, 3 \w G G tels que u = v + w. 

- L’application p : u — > p(u) = v est la projection sur F, parallelement a G. 

- L’application s : u — » s(u) = v — w est la symetrie par rapport a F, parallelement a G. 

Avec les notations precedentes, on a : 



Proprietes 

- p est un endomorphisme de E, et il verifie pop = p. 

L’ image de p est F et son noyau est G. 

F est aussi le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par p. 



s est un automorphisme de E, et s o s = id. Ainsi s est involutif : s 1 = s. 



On a la relation s = 2p — id, qui s’ecrit encore p = |(s + id). 

F est le sous-espace des vecteurs invariants par s. 

G est le sous-espace des vecteurs changes en leur oppose par s. 

Si on note p' la projection sur G parallelement a F. et s' la symetrie par rapport a G 

parallelement a F, alors { p + p ', = ‘ d ' p ° j = f ° P = 0 

s + s' = U, s o s = s o s = —id 



Cas particulier 

On considere la somme directe E = E © {if}. 

La projection sur E parallelement a {if} est l’application id#. C’est le seul cas ou une 
projection vectorielle est injective. 

La projection sur {IT} parallelement a E est l’application nulle. 

La symetrie par rapport a E parallelement a {if} est l’application id^. 

La symetrie par rapport a {if} parallelement a E est l’application — id^. 



Definition (Projecteur d’un espace vectoriel) 

Soit E un espace vectoriel sur IK. 

On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel que pop = p. 



Proposition (Projecteur <t4> projection ) 

Si p est un projecteur de E, alors E = Ker(p) ® Im(p). 
L’application p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p). 
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Partie III : Applications lineaires 



Remarque 

On ne generalisera pas abusivement la propriety E = Ker(p) ® Im(p). 

Si / est un endomorphisme de E tout est en effet possible entre Im(/) et Ker (/). 
Par exemple binclusion Im(/) C Ker (/) equivaut a / o f = 0. 

Ker (/ 2 ) = Ker(/) 



On montre que E = Ker(/) ® Im(/) equivaut a 



Im(/ 2 ) = Im(/) 



ce qui n’equivaut pas a f 2 = f. 



Proposition (Endomorphisme involutif yy symetrie) 

Si s est un endomorphisme involutif de E. done si s o s = id, alors E = Inv(s) ® Opp(s). 
L’application s est la symetrie par rapport a Inv(s) parallelement a Opp(s). 
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IV Families libres, generatrices, bases 

IK designe IR ou CD. Toutes les sommes considerees ici sont a support fini. 

IV. 1 Families libres 

Definition 

Soit E un espace vectoriel sur IK. On dit qu’une famille (uj)je/ d ’elements de E est libre, 
ou encore que les vecteurs de cette famille sont lineairement independants si : 

Pour toute famille (A ,;),; e j de K (/) , V \ Ui = If =>• Vi e I, V = 0. 

iei 

Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe une famille (A Tg/ de scalaires non tous nuls 

telle que A* u t = 0 , on dit que la famille est liee, ou encore que les vecteurs qui 

iei 

la composent sont lineairement dependants. 

Remarques et proprietes 

- (Cas d’une famille finie de vecteurs). La famille (u\,U2, • • • ,u n ) es t libre si : 

n 

V(Ai, A2, . . . , X n ) ^ A {Ui= 0 =>* Ai = A2 = • • • = X n = 0. 

i— 1 

n 

Elle est liee s’il existe Ai, . . . , A n , l’un au moins etant non nul, tels que : A* u t = 0 . 

2 = 1 

- On ne doit pas confondre non tous nuls et tous non nuls. 

-Une famille reduite a un seul vecteur u est libre u est non nul. 

- Une famille de deux vecteurs uetv est liee <£=>■ u et v sont colineaires, ou encore proportionnels, 
c’est-a-dire s’il existe un scalaire A tel que u = Au ou u = Xu. 

Cela ne se generalise pas aux families de plus de deux vecteurs. 

- Une famille de vecteurs est liee l’un des vecteurs qui la compose peut s’ecrire comme une 
combinaison lineaire des autres. 

- Toute sous-famille d’une famille libre est libre. 

Cela equivaut a dire que toute sur-famille d’une famille liee est liee. 

En particulier toute famille contenant if, ou deux vecteurs colineaires, est liee. 

- Attention a ne pas dire que u et v sont lies <t^> il existe un scalaire A tel que u = Xv. car c’est 
faux si v = 0 et « / 0 (en revanche c’est vrai si v 7^ 0 ). 

- Dans l’espace vectoriel IK[X] des polynomes a coefficients dans IK, toute famille de polynomes 
non nuls dont les degres sont differents deux a deux est libre. 

C’est le cas pour la famille (Pn) nG ]N si deg Po < deg Pi < • • • < deg P n < • • • : on parle alors 
de famille de polynomes a degres echelonnes. 
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Proposition (Applications lineaires et families libres) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK et / un morphisme de E dans F. 

Soit (uj)i & i une famille d’elements de E. 

- Si la famille (wj)ieJ est liee, alors la famille (/(tq))ie/ est liee. 

Bien entendu, si la famille (/(tq))ie/ est libre, la famille (tq)ie/ est libre. 

- Si la famille (wj)ier est libre et si / est injective, alors la famille (/(tq))ie/ est libre. 

Interpretation 

Toute application lineaire transforme une famille liee en une famille liee. 

Une application lineaire injective transforme une famille libre en une famille libre. 

IV. 2 Families generatrices 

Definition 

Soit E un espace vectoriel sur IK. 

On dit qu’une famille (■ u,)ie/ d’elements de E est generatrice, ou encore que les vecteurs de 
cette famille engendrent E si Vect ({tq,i G /}) = E. c’est-a-dire : 

\/u G E, 3(A i)i e i G IK© u = A i Ui . 

iei 

Remarques 

- (Cas d’une famille finie de vecteurs) 

La famille (u\, U 2 , , u n ) est generatrice dans E si 

Pour tout vecteur v de E, il existe n scalaires Ai, . . 

i = 1 

- Toute sur-famille d’une » de E est encore generatrice. 

- Soient E un espace vectoriel sur IK et F un sous-espace vectoriel strict de E. 

Soit ( Ui)i e i une famille de vecteurs de F. Le caractere libre ou non de cette famille ne depend 
pas de l’espace vectoriel, F ou E, auxquels ils sont censes appartenir. En revanche, si cette 
famille est generatrice dans F, elle ne best pas dans E. Quand il y a un risque d’ambiguite, 
on precisera done dans quel espace vectoriel telle famille de vecteurs est generatrice. 

Proposition (Applications lineaires et families generatrices) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK et / un morphisme de E dans F. 

Soit (uj)i & i une » de E. 

- La famille (/(«*))*£/ est generatrice de Im /. 

- En particulier, si / est surjective, alors la famille (/(tij))j G / est generatrice de F. 



n 



\ n tels que : v = A, 



u. 
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Interpretation 

On peut done dire qu’une application lineaire surjective transforme une » en une ». 



IV. 3 Bases 



Definition 

Soit E un espace vectoriel sur IK. On dit qu’une famille (tq)ie/ d’elements de E est une 
base de E si elle est a la fois libre et generatrice. 

Theoreme (Existence de bases) 

Dans tout espace vectoriel E non reduit a {TT } , il y a des bases. 



Remarques 

- Ce theoreme sera demontre dans les cas particulier des espaces vectoriels de dimension finie. 

- On a precise E ^ {if} car dans l’espace {if } il n’y a meme pas de famille libre ! 



Proposition 

La famille (tq)ie/ est une base de E tout vecteur v de E peut s’ecrire, et de maniere 
unique , co m m e une combinaison lineaire des vecteurs tq : v = A, iq . 



i£l 



Les coefficients A, sont appeles coordonnees , de v dans la base (tq)ie/. 



Remarques et exemples 

- {Cas d’une famille finie de vecteurs) 

La famille (ui,U 2 , . . . , u n ) est une base de E si pour tout v de E, il existe un n-uplet unique 

n 

(Ai, . . . , A n ) de IK” tel que : v = A, u L . 

i=l 

- Si i,j,k forment une base de E, et si les coordonnees d’un vecteur v dans cette base sont 
a, b, c, (e’est-a-dire si v = ai + bj + ck), alors j, k, i forment une base de E dans laquelle les 
coordonnees de v sont b, c , a. 

Conclusion : deux bases se deduisant l’une de L autre par modification de l’ordre des vecteurs 
doivent etre considerees comme distinctes. 

- La famille (X. k ) ke j^ = 1,X, X 2 , . . . est une base (dite base canonique ) de K[X]. 

Proposition (Applications lineaires et bases) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK, E etant muni d’une base (ej)j e j. 

Pour toute famille (uj)j e j de vecteurs de F , il existe une unique application lineaire f de E 
dans F telle que : V* G /, f( ei ) = Vi : 

- / est injective la famille (u;); e / est libre. 

- / est surjective <t4> la famille (uj)j e j est generatrice dans F. 

- f est bijective la famille (uj), e / est une base de F. 
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Interpretation 

Un morphisme est defini de maniere unique par les images des vecteurs d’une base. 

Un morphisme f de E vers F est un isomorphisme / transforme une base de E en une 
base de F. II transforme alors toute base de E en une base de F. 
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V Espaces vectoriels de dimension finie 

V.l Notion de dimension finie 



Definition 

Soit E un K-espace vectoriel. 

On dit que E est de dimension finie si E possede une famille generatrice finie. 



Remarques 

- Avec cette definition, l’espace reduit a { 0 } est de dimension finie. 

- Si un espace vectoriel n’est pas de dimension finie il est dit de dimension infinie. 
C’est le cas de l’espace vectoriel K[X] des polynomes a coefficients dans IK. 



Proposition 

Soit E un espace vectoriel sur IK. 

Soit (e) = (ei, e 2 , . . . , e n ) une famille de n vecteurs de E. 

- Si (e) est generatrice dans E, toute famille contenant plus de n vecteurs est liee. 

- Si (e) est fibre, aucune famille de moins de n vecteurs n’est generatrice dans E. 



Theoreme (Theoreme de la base incomplete) 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie. 

Soit (e) une famille generatrice finie de E. 

Soit (u) = Mi, . . . , Up une famille fibre de E, non generatrice. 

Alors il est possible de completer la famille (u) a l’aide de vecteurs de la famille (e), de 
maniere a former une base de E. 

Consequence 

Dans tout espace vectoriel de dimension finie non reduit a {if}, il existe des bases. 

Theoreme (Dimension d’un espace vectoriel) 

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie non reduit a {0}, toutes les bases de E 
sont finies et elles ont le meme nombre d’elements. 

Ce nombre est appele dimension de E et est note dirn(E). 

Par convention, on pose dim{Tf} = 0. 

Remarques 

- On appelle droite vectorielle tout espace vectoriel E de dimension 1. 

Tout vecteur non nul u constitue alors une base de E, et E = {Xu, A G K}. 

- On appelle plan vectoriel tout espace vectoriel E de dimension 2. 

Deux vecteurs u e tv non proportionnels en forment une base : E = {Xu + pv, X G K, // G K}. 
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- La dimension d’un espace vectoriel E depend du corps de base. 

Si E est un espace de dim n sur CD, c’est un espace de dimension 2 n sur IR. 

Par exemple, (E est une droite vectorielle sur CD et un plan vectoriel sur IR. 

Pour eviter toute ambiguite, on note parfois dirrij^ (E). 

Proposition (Bases en dimension finie) 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n > 1. 

Soit (u) = Ui,U 2 , ... ,u n une famille de n elements de E. 

(u) est une base -t4> elle est libre elle est generatrice. 

Remarque ( Une interpretation de la dimension) 

Soit E un IK-espace vectoriel, de dimension n > 1. 

Toute famille libre est constitute d’au plus n vecteurs, ou encore : toute famille de plus de n 
vecteurs est liee. 

Toute » est formee d’au moins n vecteurs, ou encore : toute famille de moins de n vecteurs 
n’est pas generatrice. 

La dimension n de E est done : 

- Le nombre mimimum d’elements d’une ». 

- Le nombre maximum d’elements d’une famille libre. 



V.2 Sous-espaces de dimension finie 



Proposition (Sous-espaces d’un espace vectoriel de dimension finie) 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n. 

Soit F un sous-espace vectoriel de E. 

Alors F est de dimension finie et dim(F) < dim(F). 

On a l’egalite dirri(F) = dirn(F) ^ F = E. 

Proposition (Dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels) 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

- Si F et G sont en somme directe, alors dim(F 0 0)= dim(F) + dim(G'). 

- Dans le cas general, dim(F + G) = dirri(F) + dirn(G') — dim(F 0 G). 



Proposition (Generalisation) 

Soient F] , F 2 , . . . , F p une famille de p sous-espaces vectoriels de E. 



p p 

On a toujours dim ( Fo < ^^dim(Fj). 



i — 1 

p 



i — 1 

p 



p 



On a l’egalite dim EO = E dim(F^) la somme F{ est directe. 



2=1 



2=1 



2=1 
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Proposition (Base adaptee a une somme directe) 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n > 1. 

Soient F\ , F- 2 , . . . , F p des sous-espaces de E, de dimension finie, en somme directe. 

Pour tout j de {1, . . . ,p}, soit ( e)j une famille de vecteurs de Fj. 

On forme la famille (e) = (e)i U (e )2 U • • • U (e) p en juxtaposant les families ( e)j . 

- Si chaque famille (e)j est fibre, la famille (e) est fibre. 

- Si chaque ( e)j engendre le sous-espace Fj correspondant, (e) engendre ©L- 

- Si chaque ( e)j est une base du sous-espace Fj correspondant, (e) est une base de ©A 

Ceci est particulierement interessant si E = F\ ® F 2 ® • • • © F p , car on obtient alors une 
base de E, qui est dite adaptee a la somme directe. 



V.3 Exemples d’espaces vectoriels de dimension finie 

- n-uplets 



IK" est un espace vectoriel sur IK, de dimension n. 

Une base de IK" est la famille (e*,)i <k< n , ou, pour tout entier k de (1, . . . , n} : 
ei = ( 1 , 0, . . . , 0), e 2 = (0, 1 , 0, . . . , 0),. . ., e n = (0, . . . , 0, 1 ). 



On l’appelle la base canonique de IK". 

Les coordonnees de u = (aq, . . . , x n ) dans cette base sont aq, . . 

- Polynomes de degre inferieur ou egal a n 



n 



Ui 



car u = 



^ ^ Tfc efc . 
k = 1 



l’ensemble K re [X] des polynomes a coefficients dans IK et de degre inferieur ou egal a n est 
un espace vectoriel sur IK, de dimension n + 1. 

Une base de K n [X] est : 1, X, X 2 , . . . , X". 



Matrices a coefficients dans IK 



L’ensemble Af njP (IK) des matrices de type (n,p) a coefficients dans IK est un espace vectoriel 
sur IK de dimension np. Une base de Af niP (lK) est formee des matrices E U] ou pour tous 
indices i dans (1 , ,n} et j dans {1, . . . ,p} tous les coefficients de E tJ sont nuls sauf celui 
situe en ligne i et colonne j qui vaut 1. 

Cette base est dite canonique. 

Par exemple une base de Afs^IK) est formee des matrices : 

_( 1 °\ 

Ei^i — I 0 0 I , E\ 2 — 
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/0 0 \ / 0 0 \ /0 0 \ 

I '' 2.2 = ( o 1 J , E31 = I 0 0 | , 2 = ( 0 0 I 

\0 0/ \1 0/ \o 1/ 

- Morphismes d’espaces vectoriels 

Si E et F sont deux IK-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p, alors l’espace 
vectoriel de toutes les applications lineaires de E dans F est de dimension np. 



- Produits d’espaces vectoriels de dimension finie 

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension fine. Alors dim(E x F) = dimE + dimF. 

m 

Plus generalement : dim(£i x E 2 x • • • x E m ) = dim(i^), et dim(£' m ) = mdim(E). 

i = 1 



V.4 Applications lineaires et dimension finie 

Proposition 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK, E etant de dimension finie. 

Alors E et F sont isomorphes (c’est-a-dire il existe un isomorphisme de E sur F) F est 
de dimension finie avec dim(F) = dim(E). 

Consequence (Importance de 1 ’espace vectoriel IK " ) 

Tout K-espace vectoriel E de dimension n > 1, est isomorphe a IK". 

n 

Si (u)i<k< n est une base de E, l’application p definie par <p((xi,X 2 , . . . ,x n )) = 2_^ x i u i es t 

k= 1 

un isomorphisme de IK" sur E. 

L’existence d’un tel isomorphisme fait de IK" l’exemple-type du K-espace vectoriel de di- 
mension n sur K, sa base canonique etant la base la plus naturelle. 

Theoreme (Theoreme de la dimension) 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K, E etant de dimension finie. 

Soit / une application lineaire de E dans F. 

Alors Im (/) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F. 

De plus on a l’egalite : dim(E) = dim(Im(/)) + dim(Ker(/)). 

Remarque 

Le theoreme precedent est tres souvent utilise. On appelle rang de / la dimension de Im(/). 
C’est pourquoi ce resultat est souvent appele theoreme du rang. 

Proposition 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, de meme dimension n. 

Soit / une application lineaire de E dans F . 
f est un isomorphisme <t^> / est injective / est surjective. 
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VI Formes lineaires, hyperplans, dualite 

VI. 1 Formes lineaires, espace dual 



Definition (Formes lineaires) 

Soit E un espace vectoriel sur IK. 

Une forme lineaire sur E est une application lineaire de E dans IK. 

On note E* l’ensemble de toutes les formes lineaires sur E, c’est-a-dire C(E, IK). 
E* est appele le dual de E : il possede une structure d’espace vectoriel sur IK. 



Exemples 

- Soit E = C([a,b\, IK) l’espace vectoriel des applications continues sur le segment [a, b], a 

f h 

valeurs dans IK. L’application <p : f / fit) (It est une forme lineaire sur E. 

J a 



- Sot E = T(X. IK) l’espace vectoriel des applications d’un ensemble X non vide vers IK. 

Soit Xq est un element particulier de X. 

L’application <p : / i— » f(x o) en Xq est une forme lineaire sur E. 

-Si E = M n (JK) est l’espace vectoriel des matrices carrees d’ordre n a coefficients dans IK, 
l’application trace qui a tout M de E associe tr(M) est une forme lineaire sur E. 



Remarque 

Soit / une forme lineaire sur E. Alors / est soit identiquement nulle, soit surjective. 

Proposition (Expression des formes lineaires en dimension finie) 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base (e) = e\, ... ,e n . 
- Soit a = (ai, a 2 , ■ ■ ■ , a n ) un element de IK". 



n 



n 



L’application f a qui a u = :iy ; associe Xk est une forme lineaire sur E. 

k = 1 k= 1 

On note qu’avec cette definition on a : a; = /( e i) pour tout i de {1, . . . , n}. 

Reciproquement, soit / une forme lineaire sur E. 

Alors il existe un vecteur a unique de IK" tel que / = f a . 



Exemple 

Les formes lineaires sur IR 3 sont les applications qui s’ecrivent (. x,y,z ) — » ax + by + cz. ou 
(a, 6, c) est un triplet quelconque de IR 3 . 
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VI. 2 Hyperplans et formes lineaires 

Proposition (Hyperplans) 

Soit E un espace vectoriel sur IK. Soit H un sous-espace vectoriel de E. 

Les conditions suivantes sont equivalentes : 

- II existe un vecteur u dans E\H tel que E = H © IK u. 

- Pour tout vecteur u de E \ H. on E = H © IK u. 

- II existe une forme lineaire non nulle / telle que H = Ker /. 

Si ces conditions sont realisees, on dit que H est un hyperplan de E. 

Remarques et proprietes 

- Les hyperplans de E sont done les sous-espaces vectoriels de E qui supplementaires d’une 
droite vectorielle, ou encore les noyaux des formes lineaires non nulles sur E. 

- Si dim E = n > 1 , les hyperplans de E sont les sous-espaces de E de dimension n — 1 . 

- Deux formes lineaires non nulles f et g sont proportionnelles elles ont le meme hyperplan 
noyau. 

- Si H est un hyperplan de E et si / est une forme lineaire non nulle telle que H = Ker/, alors 
l’egalite f(x) = 0 (ou x est quelconque dans E) est appelee equation de l’hyperplan H. 

Cette equation est unique a un facteur multiplicatif pres. 

- Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n > 1, muni d’une base (e) = ei, . . . , e n . 

Soit H un hyperplan de E. L’equation de H s’ecrit de maniere unique (a un coefficient multi- 
plicatif non nul pres) a i x \ + 02X2 + • • • + a n x n = 0, en notant (xi,X2, ■ ■ • , x n ) les coordonnees 
dans (e) d’un vecteur x quelconque de E. 



VI. 3 Bases duales 



Proposition 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n > 1, muni d’une base (e) = ei, . . . , e n . 
Pour tout i de { 1 , . . . , n}, on note e* la forme lineaire dehnie sur E par : 

- e*(e t ) = 1. 

- Vj e { 1 , . . . , n}. avec i ^ j, e*(ej) = 0. 

La famille (e*) = e*, . . . , e* est une base de E* , appelee base duale de la base (e). 



Remarques 

- On peut resumer la definition de e* en notant, 



Mj E {1, . . . ,n},e*(ej) = 5 ^ 



1 si i = j 

0 si i 7^ j 



avec les notations de Kroneker : 
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- Si dimE = n, la proposition precedente montre que dimE* = n, ce qui decoule en fait d’une 
propriete plus generale, a savoir : 

Si E, F sont de dimensions finies, alors dim£(E, E) = (dim E) (dim E). 

En particulier dimE* = dim£(E, K) = (dim E) (dim K) = dimE. 



Pour tout indice i dans {1, . . . , n}, et pour tout vecteur x 



n 

2_, x k^ki on a e*(x) = Xj. 
k = 1 



e* est done la forme lineaire qui envoie tout x de E sur sa i-ieme coordonnee dans (e). 

C’est pourquoi on designe souvent les formes lineaires e \, . . . , e* de la base duale (e*) comme 
les formes lineaires coordonnees dans la base (e). 

Les coordonnees d’une forme lineaire dans la base duale (e*) sont les images par / des vecteurs 

n 

ei,e 2 ,...,e n de la base (e) : / = ^ f(e k ) e* k . 



k = 1 



Proposition 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1. 

Tout base de E* est d’une maniere unique la base duale d’une base de E. 



Consequence 

Si (e) est une base de E et si (e*) est sa base duale, alors la base (e) est determinee de 
maniere unique par la donnee de e*. 

C’est pourquoi on pourra dire que les bases (e) et (e*) sont duales l’une de l’autre. 



VI. 4 Exemples de bases duales 



Lien avec la formule de Taylor pour les polynomes 

Soit a un element de IK. Les A k = (X — a) k (0 < k < n) forment une base de K n [X]. 
La base duale est formee des applications A* k : P — > —P^ k \a). 

rv ! 
n 

L’egalite P = \jA£(E)Afc n’est autre que la formule de Taylor : 

k = 0 

p = p( a ) + P'(a)(X -a) + -P"(a)(X - a) 2 + • • • + —P^ n \a){X - a) n . 

2! n! 

Lien avec l’interpolation de Lagrange 

Soient Oq, a±, . . . , a n une famille de n + 1 points distincts de IK. 

Pour tout k de {0, . . . , n}, notons L k = TT J 



j^k 



a k dj 



La famille (L) = Lq, Li, . . . , L n est une base de K n [X]. 

La base duale de (L) est formee des formes lineaires L* k : P 



P(a k ). 
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n 



n 



L’egalite P(X) = Y'Ll(P)L i (X) = £ P(ofc)Efc(X) est appelee formule d’interpolation de 



k = 0 k = 0 

Lagrange pour les points ao, oq, . . . , a n . 



n 



Plus generalement, et pour tout (n + l)-uplet (ao, . . . , a n ), le polynome P(X) = X 



k = 0 



est l’unique polynome de degre inferieur ou egal a n qui prend les valeurs ao, a \, . . . , a n aux 
points ao,a\, . . . ,a n . 



VI. 5 Equations d’un sous-espace en dimension finie 

Proposition 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, muni d’une base (e) = ei, ... ,e n . 

Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension p, avec 0 < p < n. 

II existe une famille de n — p formes lineaires independantes fi, , / n _ p telles que : 
x e F fi(x) = f 2 (x) = ■■■ = f n _ p (x) = 0. 

Reciproquement, un tel systeme de n — p equations independantes definit un sous-espace 
de dimension p de E. 

Remarques 

- (S) : fi(x) = 0, f 2 (x) = 0 ,•••,/„ - p (x) = 0 est appele un systeme d’equations de F. 

- On suppose que E est rapporte a une base (e) = ei, e 2 , ■ ■ ■ , e n . 

Si on exprime les formes lineaires f, dans la base duale (e*) c’est-a-dire en fonction des formes 
lineaires coordonnees dans (e), alors (S) prend la forme d’un systeme lineaire homogene 
de n — p equations aux n inconnues x\,x 2 , ■ ■ . ,x n (les coordonnees dans (e) d’un vecteur 
quelconque x de E.) 

- Si on note Hi, H 2 , . . . , H n _ p les hyperplans noyaux des formes lineaires fi, f 2 , ... , f n ~ p , le 

n—p 



resultat precedent s’ecrit F = j| H P . 



k = 1 

Autrement dit, tout sous-espace de dimension p dans un espace vectoriel de dimension n peut 
etre considere comme l’intersection de n — p hyperplans independants. 

Un premier exemple 

On suppose que dim E = 5, et on considere le systeme suivant : 



(S) 



ou x\, x 2 , . . . , x 5 sont les coordonnees d’un vecteur x quelconque de E dans la base (e). 



X\ 


- 2x 2 


+ 


3X3 


— X4 


+ 


X 5 


= 0 


2 x \ 


- x 2 


+ 


%3 


+ X4 


— 


x 5 


= 0 


X\ 


+ 2x 2 


— 


2x 3 


— X4 


+ 


CO 


= 0 



/ 1 — 2 3 

La matrice 4=1 2 —1 1 

\ 1 2-2 
voir avec la methode du pivot. 



-1 1 

1 —1 I de ce systeme est de rang 3 comme on peut le 
-1 3 
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L’ensemble F des solutions de (S) est done un sous-espace de dimension 5 — 3 = 2 de E. 



Les solutions de ce systeme peuvent etre considerees comme formant 1’ intersection des trois 
hyperplans H\ , H > et H.> d’equations respectives : 



(Hi) 


: x\ 


- 2x 2 


+ 


3x 3 


— X 4 


+ 


x 5 = 


= 0 


m 


: 2xi 


- x 2 


+ 


%3 


+ X 4 


— 


X 5 = 


= 0 


W) 


: X\ 


+ 2x 2 


— 


2x 3 


— X 4 


+ 


11 

LO 

H 

CO 


= 0 



H i, H) et H,> sont les noyaux respectifs des formes lineaires /i, fi et / 3 dehnies par : 



- 2 e * 2 



h = et 
h = 2e i - e 

h = e t 



+ 3eS — 6i f 



* 



+ 



e 



+ ei - 



+ 26o — 2Pq — 6 



e 

e 



+ 3eg 



La matrice de fi, f 2 , / 3 dans la base duale (e*) est 



1 

-2 
3 

-1 
1 



2 

-1 

1 

1 

-1 



1 \ 

2 
2 

1 

3/ 



= T A 



Cette matrice est de rang 3. 

Cela prouve hindependance des formes lineaires fi, f 2 , f 3 - 
On en deduit que F = Ker/i D Ker/2 D Ker/3 est de dimension 5 



-3 = 2. 



Pour trouver une base de E, on peut appliquer la methode du pivot a (S) : 



(S) 






<=> 



<=> 



X\ 


- 2 x 2 


+ 3x 3 


— X 4 


+ 


x 5 


= 0 






2x\ 


- X 2 


+ ^3 


+ X4 


— 


X 5 


= 0 


e 2 


t — E 2 2Ej 


X\ 


+ 2 x 2 


- 2 x 3 


~ X4 


+ 


3x 5 


= 0 


E 3 


< — E 3 Ei 


X\ — 


2x 2 + 


3x 3 - 


X4 


+ 


x 5 


= 0 


E 4 <r 


3Ei + 2E 2 




3x 2 - 


5x 3 + 


3x 4 


— 


3x 5 


= 0 








4x 2 - 


5x 3 




+ 


2 x 5 


= 0 


E3 


3E 3 4E 2 


Zxi 


— 


^3 + 


3x 4 


— 


3x 5 


= 0 


Ei 


t — 5Ei -|- E^ 




3x 2 - 


5x 3 + 


3x 4 


— 


3x 5 


= 0 


e 2 


4 — E 2 + E 3 






5x 3 - 


12 x 4 


+ 


I8X5 


= 0 






15xi 






3x 4 


+ 


3x 5 


= 0 








3x 2 




— 9x 4 


+ 


15x 5 


= 0 










5x 3 - 


12 x 4 


+ 


18x 5 


= 0 






X\ — - 


2(x 4 + X 5 ) 
5 















^ < 






X 2 3X4 — 5x$ 

1, 

x 3 = -(12 x 4 — 18x 5 ) 



X 4 



x 5 



o (xi, x 2 , x 3 , X 4 , X 5 ) = — (— 1, 15, 12, 5, 0) (1, 25, 18, 0, —5). 
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Puisqu’on peut donner des valeurs arbitraires a £4 et a x&, on voit qu’une base de F est 
formee des deux vecteurs ( — 1, 15, 12, 5, 0) et (1, 25, 18, 0, —5). 

- Un deuxieme exemple 

Etant donnee une base d’un sous-espace vectoriel F de E, il peut etre utile de trouver un 
systeme d’equations de F : c’est le probeme inverse du precedent. 

Supposons par exemple que E soit de dimension 4 et qu’une base de F soit formee des 
vecteurs u = (1, —1, 2, 1) et v = (1, 1, 3, —2). 

Soit a = (. x,y, z,t ) un vecteur quelconque de E. 

Pour exprimer que a appartient a F il faut ecrire que la famille (u, v, a ) est de rang 2. 

On applique done la methode du pivot a la matrice suivante : 





1 


1 


x \ 


/I 


1 


X 


\ 




1 


X 


\ 




-1 


1 


y 


V 


0 


2 


x + y 




V 


0 


2 


x + y 






2 


3 


z 


=r > 


0 


1 


—2x + z 




=o > 


0 


0 


—5x — y + 2z 






1 


-2 


1 ) 




^0 


-3 


—x + 1 


J 




0 


x 3 y ~\~ 2 1 


7 



Une condition necessaire et suffisante pour que la 
les coordonnees x,y, z,t verifient le systeme : 



matrice precedente soit de rang 2 est que 
f —5x — y + 2z =0 

x 3 y 2 1 = 0 



On a ainsi obtenu un systeme d’equations de F. 
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